Chapitre 4 : Séries numériques
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Lycée du Hainaut

Dans le chapitre, K est le corps R ou C et (up), n €t un élément de KN.

1 Convergence d’une série numérique

1.1 Généralités

Définition 1. Série numérique.
La série de terme général (un),, . notée Z un est la suite (Sn),cn € KN définie par :
n>0

n
YneN, S :Zuk:uo—l----—l-un.
k=0

La suite (Sp),cn est appelée la suite des sommes partielles de la série Z Uy -
n>0

Définition 2. Convergence d’une série.
On dit que la série g uy converge si la suite des sommes partielles converge, et divergente sinon.
n>0

Définition 3. Somme et reste d’une série.
Si E Uy converge, alors :

n>0
+o00
(i) on appelle somme de la série la limite de la suite des sommes partielles que I’on note Z U -
n=0
+o00 +o00
(ii) la reste d’ordre n € N de la série est le nombre Ry, = Z uy. On notera que l'on a Sy, + Ry, = Z Up,.
k=n-+1 n=0

A\On veillera a n’utiliser ces notions qu’apres avoir prouvé la convergence d’une série.

Remarque 1. 1. Si la série commence a p € N, on note Z U
n>p
+o00
2. Si la série est convergente, sa somme est notée Z U
n=p

3. La nature de la série (convergente ou divergente) ne dépend pas des premiers termes.

1 n
E le 1. La séri —
remple a série nz>0 (2) converge car

N~

( )n+1
l n—+00
2

nNE 1
k=0 1-—

Ezemple 2. La série Z (\/n +1-— \/ﬁ) diverge car

n>0
n
Vn e N, Z(\/kJr ,\/E) =Vn+l — +oc.
k=0

Proposition 1. Une condition nécessaire de convergence.

St la série g up converge, alors (un),cn converge vers 0.
n>0
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1.2 Série géométrique Lycée du Hainaut

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout n € N*, u,, = S, — Sp,—1. Comme (Sn)neN converge vers
une limite finie, on en déduit que la suite (“n)neN converge vers 0.
O

A\ Cette proposition est loin de donner une condition suffisante de convergence!

Définition 4. Divergence grossiére.
On dit que la série g up, diverge grossiérement si (un), N ne converge pas vers 0.
n>0

Exemple 3. Les séries Z (—=1)" et Z n divergent grossierement.
n>0 n>0

A\La réciproque est fausse.

Proposition 2. Linéarité de la somme.
Soient (a,b) € K? et (Vn)pen € KN. Siles séries Z Uy, et Z v, convergent, alors la série Z (aun + boy)

n>0 n>0 n>0
converge et
“+o00 “+o0o “+o0o
Z (aup + boy) = aZun—i-van.
n=0 n=0 n=0

n n n
Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout n € N, Z (aug + bvg) = a Z up +0b Z v et de remar-

k=0 k=0 k=0
+o00 +o00
quer que le membre de droite converge, lorsque n tend vers +oo, vers a Z Up +b Z Un-
n=0 n=0
O
Proposition 3. Lien suite/série.
La suite (un), N converge si, et seulement si, la série Z (Un4+1 — up) converge.
n>0
Démonstration. La preuve est en deux temps.
Pour tout n € N, on a
n
Z (Uk41 — Uk) = Upt1 — Uo.
k=0
Comme la suite (un),cn converge, on en déduit que la série Z (tn41 — up) converge.
n>0
11 suffit & nouveau de remarquer que
n—1
Vn e N*,  u, = Z (ug4+1 — ug) + uo.
k=0
O
1 1 1 1

converge car pour tout n € N*, ——— = — —

E. le 4. La séri '
zemple asemeg1 n(n+1) n n+1l

= n(n+1)

1.2 Série géométrique

Définition 5. Série géométrique.
Pour q € C, la série Z q" s’appelle la série géométrique de raison q.
n>0
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Lycée du Hainaut

Proposition 4. Soit ¢ € C. La série géométrique Z q" converge si, et seulement si, |q| < 1, et on a alors :
n>0

+oo
>

1—q
n=0

Démonstration. Déja, si ¢ = 1, la série Z q" diverge grossi¢rement. On suppose donc g # 1. Pour tout n € N,

n>0
on a N
B 1— qn+1
Zq - 1—g
k=0
Or, (q”“)neN converge si, et seulement si, |¢| < 1 (rappelons que ¢ # 1). Le cas échéant, on a alors
lim ¢"*! =0, don
n—-+o00
- 1
1 k= :
nﬁu-fr-loo kz—;) 4 1—gq

O

Remarque 2. Parfois, il faut factoriser par le premier terme pour faire apparaitre une « vraie » série géométrique.
Ainsi, la série g q" converge si, et seulement si, |¢| < 1 et le cas échéant, on a alors :
n>p

2 Séries a termes positifs

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous énongons un résultat qui nous servira constamment dans cette
partie.

Proposition 5. Caractérisation de la convergence des séries a termes positifs.
Soit (un),en € RN une suite de termes positifs. La série E uy converge si, et seulement si, la suite des

n>0
sommes partielles est majorée.

Démonstration. La preuve se fait en deux temps.

Comme u, > 0 pour tout n € N, on remarque que

n +oo
Vn € N, ZukSZuk
k=0 k=0

Ainsi, la suite des sommes partielles est majorée.
n

On note S, = Zuk. On commence par remarquer que, pour tout n € N, Sp41 — Sy = up41 > 0.
k=0
Ainsi, la suite (Sp),cn est croissante. (Sy),cn étant majorée, par le théoreme de la limite monotone,
elle converge. Autrement dit, la série Z Uy, converge.
n>0
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2.1 Les théorémes de comparaisons Lycée du Hainaut

2.1 Les théorémes de comparaisons

Théoréme 1. Théoréme de comparaison par inégalité.
Soient (un),cn €t (Vn),en deuz suites de réels positifs telles que pour tout n € N, 0 < uy < vy,

(i) Sila série g v, converge, alors la série E up converge et,
n>0 n>0

+o00 +o00

ST St

n=0 n=0
(ii) Sila série Z up, diverge, la série Z vy, diverge.

n>0 n>0

Remarque 3. 1l est suffisant d’avoir I'inégalité 0 < u, < v, a partir d’un certain rang pour pouvoir utiliser le
théoreme de comparaison.

Démonstration. (i) En utilisant la positivité de la suite (vy) on remarque que pour tout n € N,

neN>
n n +oo

Zukgzwgzvk- (1)

k=0 k=0 k=0

La suite des sommes partielles de la suite positive (“n)neN est majorée, donc d’apres la proposition 5
converge.

Par passage a la limite dans la ligne (1), on récupére finalement,

“+o0o “+o0o
> < o
n=0 n=0

n n
(ii) Si la série Z uyp, diverge, alors comme la suite Zuk est croissante, on a  lim Z up = +00.
—
n=0 k=0 / neN R
n n
Or, pour tout n € N, on a Zuk < ka, le théoréme de comparaison (pour les suites!) permet de
k=0 k=0

n
conclure que lim Z v = +00 : la série Z vy, diverge.
n—+o0o
k=0 n>0
[l

1 1
Ezemple 5. On s’intéresse a la nature de la série Z on Pour tout n € N*, ona 0 < — <
n

1
—on = on- Or la série
n>1

1\" 1
E (5) (série géomeétrique de raison 5)
n>1

1
Par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série E o converge.
n
n>1

Théoréme 2. Théoréme de comparaison par équivalence.
Soient (un),en €t (Vn),en deus suites positives sur un voisinage de +oo telles que uy, Tl Une Alors,

g Up, converge <= E vp, converge.
n>0 n>0
AEn cas de convergence, on ne peut rien dire sur les sommes.

Remarque 4. Le résultat se généralise aux suites négatives sur un voisinage de +oo.
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2.1 Les théorémes de comparaisons Lycée du Hainaut

Démonstration. On rappelle que uy, oo Uy, 81, par définition, il existe une suite (&) nen de limite nulle telle
que pour tout n € N, u, = (1 + &) vp.
Il existe V € N tel que pour tout n > N, g, < 1 de sorte que u, < 2v, pour n > N.

Ainsi, si la série Z vy, converge, par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, on en déduit

n>0
que la série Z Uy, converge.
n>0
La preuve est analogue.
O

1

m converge. Le

1 1
Ezemple 6. 1. Comme —

po e m Or, d’apres 'exemple 3, la série Z

n>1

1
théoreme de comparaison par équivalence des séries a termes positifs assure que la série E —5 converge.
n
n>1

2. Comme sin (37") ~ 37" et la série E 37" converge (série géométrique de raison 1/3), par compa-
n——+oo
n>0

raison par équivalence des séries a termes positifs, la série g sin (3_”) converge.
n>0

Proposition 6. Régle de d’Alembert.

u
Soit (un), cn une suite d termes strictement positifs telle que lim ntl _ g
n—+00  Up

(i) Sit <1, la série Z up converge.
n>0
(ii) Si € > 1, la série Z un diverge.

n>0

A\Lorsque £ = 1, on ne peut rien dire. Par exemple, la série Z 1 diverge (grossiérement), alors que la série

n>0
1
g —5 converge.
n
n>1

Remarque 5. La réciproque de la régle de d’Alembert est fausse. Par exemple, soit la suite (uy,) nen st définie
par :

n
—) sin est pair

n
—> si n est impair

U
On vérifie facilement que u, > 0 pour tout n € N, que la série Z uy, converge et pourtant la suite ( n+1>
n>0 Un neN
n’a pas de limite en 4o0.

41 U
Démonstration. (i) Soit a = —— € ]¢,1[. Comme lim "t — 4 il existe N € N tel que pour tout
2 n—+o00  Up
u
n>N, ntl < a, soit Up+1 < aup.
Un

Une récurrence immédiate montre alors que
VpeN, unip < dluy.

Comme la série E aP converge (série géométrique dont la raison est comprise entre —1 et 1 strictement),
p=0
par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série E uN4p converge, donc la série g Uy

p>0 n>0
converge.

Erik Thomas Page 6/17 TSI 2



2.2 Comparaison série/intégrale Lycée du Hainaut

+1
(ii) La preuve est analogue. Soit a = i € ]1,¢. Comme lim dntl
n—+o00  Up

=/, il existe N € N tel que pour
Un+1

tout n > N, > a, soit Up+1 > aUn.

n
Une récurrence immédiate montre alors que

VpeN, unip > dlun.

Comme la série Zap diverge (série géométrique la raison est strictement plus grande que 1), par

p=0
comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série Z“Nﬂo diverge, donc la série Zun
p>0 n>0
diverge.
O
L. 1 1
Ezxemple 7. La série Z — converge car pour tout n € N, — > 0 et
n! n!
n>0
1
1! ! 1
(n+1) =" = — 0<1.
1 (n+1)!  n+1ns+00
n!

2.2 Comparaison série/intégrale

Proposition 7. Comparaison série/intégrale.
Soit ng € N. Soit f : [ng, +0o| — R4 une fonction continue et décroissante. Alors, la série Z f(n) et

n>ng

“+oo
Vintégrale / f(t)dt sont de méme nature.
no

Remarque 6. (i) La méthode de comparaison série/intégrale permet aussi de donner des équivalents simples.

(ii) La méthode s’adapte pour les fonctions croissantes.

Démonstration. Soit k > ng un entier naturel. En utilisant la décroissance de f, on peut écrire :
Vtelkk+1], f(k+1)<f(t)<f(k).

En intégrant cette égalité sur le segment [k, k + 1] (f y est continue), on a

k+1 k+1 k+1
/k f(k:+1)dt§/k f(t)dtg/k £ (k) dt,

soit
k+1

f(k+1)§/ FOdE< F (k).

k
Soit N > ng. En sommant I'inégalité précédente entre ng et N, on obtient :

N N ikl N
S fk+1)< Z/k FydE< > f(k).

k=ng k=ng k=ng

La relation de Chasles donne alors

N
Zf(k—i—l)g/

k=ng no

N+1 N
fyae< > f(k).

k=ng
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2.2 Comparaison série/intégrale Lycée du Hainaut

(i) On suppose que la série Z f (k) converge. Ainsi,

k>ng
N+1 N +oo
AR RIOLES SFICESD SFI)
1o k=ng k=ng
xT
La fonction z € [ng, +-00[ — / f(t)dt est croissante (car f est positive), majorée, donc elle admet
"o +o00
une limite finie en +oo : I'intégrale / f (t) dt converge.
no
+oo
(ii) On suppose que l'intégrale / f(t) dt converge. Comme f est positive, on a
no
N N+1 +00
VYN > ny, Zf(k+1)§/ f(t)dtg/ f(t)dt.
no no

k=ng

D’apres la proposition 5, la série Z f (k) converge.

n>ng

e

n
Ezemple 8. On se propose de donner un équivalent simple de H,, = Z
k=1

1
Soit f: ¢t € [1,+oo] —> 7 f est clairement décroissante sur [1,4o00[, ainsi pour tout k € N, k > 2, on a

k+1 1 k
A Fpdrs < [ f@a

Soit n > 2. En sommant entre 2 et n, on a

n

k+1 nq nook
Z/k f(t)dthESZA_lf(t)dt,

k=2

d’ot1, en utilisant la relation de Chasles,

n+1 n 1 n
A fW&SZESAfMM

Puis en ajoutant 1 et en calculant les intégrales :

In(n+1)-In(2)+1< H, <In(n)+1.

1
Or,ln(n+1)=In(n)+1n (1 + —), ainsi en divisant la ligne précédente par In (n), on a
n

1
1-In(2)+1n (1-1-5) < i,

1+ In (n) _1n(n)§1+1n(n)'
En remarquant que
11n(2)+1n<1+%> 1
L I (1) :Jﬁm0+mmD:L

H
par encadrement, on a lim " =1,s0it H, ~ In(n).
n—-+oo In (n) n—-+0o
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2.2 Comparaison série/intégrale Lycée du Hainaut

+o00o

1
Ezemple 9. On se propose de déterminer un équivalent simple de R, = Z 3"
k=n+1
f:te[l,+oo] — R est clairement décroissante. Soit & € N, & > 2. On a donc
k+1 1 k
/ fwa< < [ pa
k k k-1

1
Comme g —3 converge, on peut sommer ces inégalités pour k£ > n + 1, ainsi (apres avoir utilisé la relation
n

n>1
de Chasles)

b 83 =n

/Adt_ 114 L1
n 13 [ =22 242 0 2n? Adoo 202

toodr 1

tooqr  IX g +00 ¢

< Y S< )

/n = k3 —/k t3
k=n+1

Mais, si A > n, on a

On montre de méme que /

- = , ainsi
nl 2 2(m+1)2
1 1
<Rp <,

2(n+1)2 = "7 202

soit
n? 9
——= <2n°R, < 1.
(n+1)
n2
Comme lim ———— =1, par encadrement on a lim 2n’R, = 1, soit R,, ~ 3"
nﬁ+a30%+1) n——400 n—+4o00 2n

Définition 6. Séries de Riemann.
Pour a € R, la série E — s’appelle une série de Riemann.
n>1
Proposition 8. Caractérisation de la convergence des séries de Riemann.

Pour tout o € R, la série de Riemann g — converge si, et seulement si, a > 1.
n>1

1
Démonstration. Soit la fonction f définie sur [1, +oo] par f (¢) = —. f est continue, positive et décroissante.

tOé
(i) Sia <0, la série E a diverge grossicrement.

n>1

1
(ii) Si« > 0. Soit la fonction f définie sur [1,4oo[ par f(t) = —. f est continue, positive et décroissante.

t’
On distingue le cas ot @« = 1 ou non.

(a) Sia =1.0na /n f(t)dt =[In(¢)]] =In(n). Comme lim In(n) = +oo,'intégrale /+OO f()de
1 1

n—+oo
diverge.

1
Par la proposition 7, la série Z — diverge.
n

n>1
n gt 1 1
b) Si 1.0 t)dt = = .
(b) Sia# na/l 1) {a—i—l]l (—a+1)n1_a+a—1
1
Or, la suite <m) converge si, et seulement si, « > 1. Le cas échéant, elle converge
- n >1
vers 0.

O
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Lycée du Hainaut

3 Séries absolument convergentes

Définition 7. Convergence absolue.
On dit que la série g un converge absolument si la série E |un| converge.
n>0 n>0

Proposition 9. La convergence absolue entraine la convergence.

Démonstration. Soit Z un une série qui convergence absolument. Soit v, = up + |up|. Il est clair que pour
n>0
tout n € N, 0 < v, < 2up).

Par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série E vy, converge.

n>0
Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout n € N, u, = vy, — |uy| et d’utiliser la proposition 2.
O
. - (-n" :
A\La réciproque est fausse, on peut montrer que la série Z -——— converge mais ne converge pas absolu-
n

n>1
ment.

Proposition 10. Inégalité triangulaire pour les séries.

Soit E Uy, une série absolument convergente. Alors,
n>0

+o00 +o00

> un| <) ful.

n=0 n=0

Démonstration. 1l suffit de remarquer que (inégalité triangulaire pour les sommes finies)

n n
D k| < Jug
k=0 k=0

Vn € N,

et de faire tendre n vers +oo.

4 Développement décimal d’un réel

Théoréme 3. Développement décimal illimité propre.
Soit x € R. Il existe ag € Z et une unique suite (an),cn+ € [0, 9IN" telle que

n n
Vn € N Z_kk— <Z%€k
k=0

k=
De plus, pour tout n € N*, on a La suite (a )nEN s’appelle le développement décimal illimité propre du
réel x.
+00
Remarque 7. Le théoreme 3 assure en particulier que z =
n=0

Gn

10

Démonstration. On procéde par analyse-synthese.

On suppose qu’une telle suite existe. Alors, on a :
2 ag k

En prenant p = 0 dans (2), on a
ag < x <ag+1,
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Lycée du Hainaut

donc ag = |x]| : agp est unique.

Soit n € N, on suppose que ag,ai,...,a, vérifient (2) et sont les seuls a vérifier la relation (2) avec
p=n.

En prenant p = n + 1 dans (2), on a donc

n+1 n+1 a 1

k k
D ToF ST 108

k — n+1
P 10 P 10 10

d’ou

n
a
ans1 < 1071 (m - Z ﬁ) < apg1+ 1.
k=0

noa

1l s’ensuit que a1 = [107F! <x -y 1_()kk>J’ ainsi an41 est uniquement défini.
k=0

Si la suite (an), oy €xiste, elle est unique.

n—1
Syntheése. | Soit 2 € R. Soit la suite (an),,cp définie ci-dessus : ag = 2] et pour tout n € N*, a,, = [10" (z -3 &)J

—p 10F
k=0
Par définition de la partie entiere, il est clair que l'on a :
" a L 1
k k
k=0 k=0
Il est clair que ag € Z. Par définition de ag, on a z — ag € [0, 10[. Ainsi :
a; = |10 (x — ag)| € [0,9].
Si 'on suppose ay, ..., an € [[0,9], par définition de an+1, on a
" a
n+1 Ok
i = 10 ( Sy )
k=0
Or, on a
ag " ag 1
Z 0F ST< 10 F g
= = 10 10
d’ou
n a,k
n+1 . el B
0<10 <z Zw’c) < 10.
k=0
Ainsi, ap+1 € [0,9].
Cela montre que pour tout n € N*, a,, € [[0,9].
On a montré qu'une telle suite (a,), g existe et vérifie les conditions requises.
O

En fait, on peut simplifier 'expression de la suite (an),n- Obtenue. Nous utiliserons le résultat suivant :
Lemme 1. Pour tout (z,n) € RXZ, on a |x+n| = |z] +n.

Démonstration. Par définition, on a |z] <z < |z] + 1, ainsi |z] +n<z+n < |[z|+n+ 1
Comme |z] +n€Zet || +n+1€Z, onen déduit que |z + n|= |2+ ]|z + n.

Proposition 11. En reprenant les notations du théoréme 3, on a

Vn € N*,  a, = [10"n] — 10[ 10" 1z ].
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Lycée du Hainaut

Démonstration. D’apres la preuve du théoréme 3, on a

Vn € N, Zlok§x< Zl()k (3)

et, on avait obtenu

n—1 n—1
VneN*, a,=[10" (x -3 &>J 11072 — 10 ) apl0™'7F). (4)
k

k
= 10 k=0

La ligne (3) donne en particulier

— n—1
Za 10" 1R <10 e <Y a0 R 4L
k=0 k=0
n—1 n—1
Comme Z apl0" ' F e Z ona 10" 12| = Z ar10" "1 Ainsi, en reprenant (3), on a
k=0 k=0

= [10"z —10[10"1z]].

Le lemme 1 donne finalement
an = |10z | —10[10" 1z ].

La notion de développement décimal illimité propre permet de caractériser les nombres rationnels.

Proposition 12. Caractérisation des rationnels.
Soit x € R. x est rationnel si, et seulement si, la suite (an), N+ €St périodique d partir d’un certain rang.

Démonstration. On traite séparemment les deux équivalences.

—| Si x est un rationnel positif, on pose la division du numérateur ar le dénominateur ¢, division que l'on
p , p pp q, q

poursuit aprés la virgule. A chaque étape de la division, il n’y a que ¢ restes possibles, I'un des nombres
0,1,...,q— 1 et, aprés au plus ¢ + 1 étapes, on aura obtenu deux restes égaux (principe des tiroirs). La
méme séquence de décimales recommence alors.

Comme = € Q si, et seulement si x — |z] € Q, on peut supposer = € [0,1[. On écrit alors
z=0d1...dnc1...cpc1...Cp. ...

Or, z € Q si, et seulement si 10™z — |10™x] € Q, ainsi il suffit de montrer quey = 0,¢1...¢pc1...¢p... €
Q. On remarque que

01101)*1 +- ot

P, — pil e =
10y =c110°" "+ -+ +y <=y 107 —1

Or ci10P~ 14 ... + ¢p € N, on en déduit que y € Q, puis que = € Q.

Exemple 10. On a 2—72 = 3,142857 142857 . . ..

5 Exemples

Pour étudier la nature d’une série Z Un, on peut essayer d’appliquer le plan suivant :
n>0

1. On vérifie (rapidement) que la suite (uy, ) nen converge vers 0. Si ce n’est pas le cas, la série Z Uy, diverge
n>0
grossiérement.
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Lycée du Hainaut

2. Un équivalent de up, ou |up|.
3. Une inégalité portant sur u, ou |uy|.
4. La regle de d’Alembert avec |uy].

5. Une comparaison série/intégrale.

1
Ezemple 11. On s’intéresse a la nature de la série E cos (—)
n
n>1

1 1
Comme lim cos <—> =1, on en déduit que la série Z cos <—> diverge grossierement.
n

n—+00 n
n>1
NP o (-D)"
Ezxemple 12. On s’intéresse a la nature de la série Z 5 .
n-+1
n>1
On a
(="
n2 +1|n—too n2’

(="
n2+1

1
Or, la série E —5 converge, par comparaison par équivalence des séries a termes positifs, la série E
n
n>1 n>1
converge absolument, donc converge.

cos + si
Ezemple 13. On s’intéresse a la nature de la série Z M

27’L
n>0
o () +sinm)| 2 _ 1
cos (n) +sin (n
vn € N, 2—n §2_n§2n—1'
- 1 . e s - cos (n) +sin (n
Or, la série Z on—1 Par comparaison par inégalité des séries a termes positives, la série Z %
n>0 n>0
converge absolument, donc converge.
In(n
Ezemple 14. On s’intéresse a la nature de la série Z L
n>1
On a | .
n(n
Vn > 3, ( ) > —.
n n
- 1 : L . - In(n) .
Or, la série Z — diverge. Par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série Z ——— diverge.
n>1 n>1

1 1
Ezemple 15. On s’intéresse a la nature de la série Z (sin (—) — Arctan (—))
n n
n>1
En utilisant les développements limités de sin et Arctan en 0, on a

. 1 Arct 1 - 1 1+ 1 1 1+ 1 _1+ 1
St n retan n) notoo \n  6n3 © n3 n  3nd © n3 " 6n3 © nd )’

Ainsi
1 1 1
sin | — )] — Arctan | — ~ =
n n ) n—+oo 6n3

1
Or, la série g o3 converge, par comparaison par équivalence des séries a termes positifs, la série
n
n>1

. (1 1
E (sm (—) — Arctan <—)) converge.
n n
n>1

Ezemple 16. On s’intéresse a la nature de la série Z
n>0

n?—1
n
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Lycée du Hainaut

On a
(n+1)2-1 (n+1)%2-1 )
>9 onil -l ~ =
vn =22, nzgl 2 n—+oo 2
n? —
D’apres le critere de d’Alembert, on en déduit que la série Z om converge.
n>0
Ezxemple 17. On s’intéresse a la nature de la série Z —-
o™
On a
(n+1 n+1 ( l)n . N
! n+ In(1+1)
VnenNt, bt =(1+=) =erin(ita),
o nn n
1 | 1 . o
Or,In (14— ~ — puisnln|1+ — ~ 1, d’ou par continuité de exp en 1, on a
nj) n—+oon n /) n—+oo
()
nln| 14+—
lim e ") =e>1.
n—-+o0o

nn
Par le critere de d’Alembert, la série Z — diverge.
n!

n>0
L X - 1
Ezemple 18. On s’intéresse a la nature de la série Z _— .
nln(n)
n>2
1
Soit f:t € [2, 400 — ———. f est continue, décroissante et de limite nulle.

tln (t)
D’apres le théoreme de comparaison série/intégrale, il suffit de s’intéresser & la nature de l'intégrale

+00
/ f(t)dt. Soit A > 2, on a
2

/A (i ()2 = (In (4) = In (In (2)) —> +oc
o tin(t) 2 Asfoo

400 1
On en déduit que l'intégrale / /() dt diverge, ainsi la série Z ———— diverge.
9 =, nln (n)

6 Compléments

6.1 Théoréme d’Abel

Nous nous proposons de prouver le résultat suivant.

Théoréme 4. Théoréeme d’Abel.

n
Soient (an),en € KN telle que la suite <Z ak> soit bornée. Soit aussi (by), N une suite de réels
k=0 neN
décroissante et de limite nulle.
Alors, la série Z anbn converge.

n>0
n
Démonstration. Pour n € N, on pose A,, = Z ar. On pose aussi A_; = 0. On remarque donc que, pour tout
neN, a,=Ap—Ap_1. =
Soit n € N. On a

n n n n n n—1 n—1
Z agby, = Z (Ap — Ap—1) by = Z Apby, — Z Ap_1bg = Z Apby, — Z Apbry1 = Apbp + Z Ap (b = bpg1) -
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

(5)
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6.2 Formule de Stirling Lycée du Hainaut

Comme (Ap ), est bornée et (by,), o de limite nulle, on en déduit que la suite (Apbp ), converge vers 0.
De plus, en notant M € R4 un majorant de la suite (An),cn

n—1 n—1
D AR (b = by )| S MDY (b — by -
k=0 k=0
En utilisant la décroissance de (bn), oy, on a pour tout k& € N, [by —bgi1| = by — bryq et en notant que
(bn)pen Prend des valeurs positives, on a
n—1 n—1
D 1Ak (b = b)) < MY (b, = byya) < Mbo.
k=0 k=0

D’apres la proposition 5, on en déduit que la série Z Ap, (by, — bp41) converge absolument, donc converge. En

n>0
n—1
particulier, la suite (Z Ap (by, — bn+1)> admet une limite finie lorsque n tend vers +oo.
k=0 neN

En reprenant la ligne (5), on en déduit que la série Z anbn converge.
n>0

cos (n
Ezxemple 19. On s’intéresse a la nature de la série Z ( )

n>1 \/ﬁ

On pose a, = cos (n) et by, = . La suite (bp), e+ est décroissante et de limite nulle. De plus,

1
vn
n n .
Vn € N¥, Z cos(k) = Re Z e’k>
k=1 k=1

. Afem
= R ! -
e (e X T o )
eiein/2 e—in/2 . ein/2
= Re /2 T2 _gi/2
: —2isin (n/2)
- R i(n+1)/2
¢ (e " Toisin(1/2)
_ sin(n/2)cos ((n+1)/2)
sin (1/2)
Ainsi,
- 1
N* k|l < —.
Vn € , ];cos( )| < S (1/2)

converge.

n
La suite Z cos (k) est donc bornée. D’apres le théoréme d’Abel, la série Z cos (n)
Vn
k=1 neN* n>1
6.2 Formule de Stirling

Proposition 13. Formule de Stirling.
On a
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6.3 FEtude des séries de Bertrand Lycée du Hainaut

1T

Démonstration. On pose, pour n € N*, u, = et vp, = In(uy). On a:

e
n\/n

_ Un+1
Unt1—Up = In w
n

) (n+ 1)lent! y n"\/n
= In
(n+1)""'/nF1 nlen

<n+l>ln<1+l>+1.
2 n

1
On fait le développement limité de In <1 + —) a lordre 3 lorsque n tend vers 400, ainsi
n

B /1 1 1 1\ 1 1
it =tn =l nt g G gty tolB)) T e o)

1 1 B .
ainsi vp41 —vp  ~ - Or, la série g ——5 5 converge, par comparaison par équivalence des séries a
n—+oo  12n = 12n
n>

termes négatifs, la série Z (vn+1 — v converge.
n>1
D’apres la proposition 3, la suite (vy, ), cp+ converge. Par continuité de la fonction exp sur R, on en déduit
que (un),cn- converge vers une limite strictement positive £. On a donc

nl o~ (g)"\/ﬁe. (6)

n—-+o0o

Pour obtenir la valeur de ¢, on utilise le résultat obtenu a la sous-partie 5.1 du chapitre 2 sur les intégrales de
Wallis :
i i

n—+oo \l 4n

(2n)!
(2nn!)?

En utilisant (7) dans (6), on obtient

()"

soit, apres simplifications,

Ainsi,

6.3 FEtude des séries de Bertrand

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant qui précise la proposition 8.

Proposition 14. Séries de Bertrand.

Soit (o, B) € R2. La série Z
n>2

————— converge si, et seulement si, « >1 oua =1 et § > 1.
n® In® (n)

Démonstration. Nous commence par discuter suivant la valeur de .
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6.3 FEtude des séries de Bertrand Lycée du Hainaut

1
(i) Sia > 1. Soit v = % €]1l,a[. On a

1
. nelnf(n) 1 _
nggloo 1 B nglq{loo na—vy 1n/8 (n) =0

n”y

car aw — 7y > 0. Ainsi, il existe N € N, N > 2 tel que

1 1
vn>N, ———<—.
nelnf (n) — nY
Or, la série Z — converge. Par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série Z _—
n7 ne1In? (n)
n>N n>2
converge.
14+«
(ii) Si«a < 1. Soit v = % €]a,1[. On a
1
alnf 1
g W) g L
n—4oo i n—+oo &=y lnﬁ (n)
nYy
car o — 7y > 0. Ainsi, il existe N € N, N > 2 tel que
1 1
Vn>N, ———— > —.
nelnf (n) ~ nY
Or, la série Z — diverge. Par comparaison par inégalité des séries a termes positifs, la série Z _
n7 neIn? (n)
n>N n>2
diverge.
(iii) Sia = 1.

1
(a) Si 8 =1. Ce cas a déja été fait dans I'exemple 18 : la série Z ——— diverge.
n>2 nin

(n)

(b) Si 8#1.Onpose f:t€ [2,+oo] — na

tn? (t) ©
WP (@) (In (8) + )
(tm? ()"

On remarque que f' (t) < 0 pour t > e 2. Soit ng € N avec ng > e~ 5.
D’apreés le théoréme de comparaison série/intégrale, il suffit de s’intéresser a la nature de l'intégrale

/ . Soit A > ng, on a
n,

vt>2, f(t) =

o thnf (1)
A a In =P+ (¢) . 1
/ 5 = = (1n7’8+1 (A) —InPHL (no)) .
no tIn” (1) —-B+1 no -B+1
Or, A — In~F+1 (A) admet une limite finie en +oo si, et seulement si, 8 > 1.
1
Ainsi, la série Z ——p— converge si, et seulement si, 8 > 1.
nZinn (n)
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